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Introduccion

La sintesis de sonido consiste en crear sonidos a partir de un medio no acustico, ya sea de forma
analoga o digital. Existen varios métodos de sintesis, entre los basados en sonido encontramos la
sintesis por tabla de ondas, la sintesis por modulaciéon frecuencial (FM), la sintesis mediante el
modulado espectral (aditiva y sustractiva), la sintesis granular. Y entre los basados en modelos fisicos
encontramos el método de diferencias finitas (Finite difference method), el método de Guias de Ondas
Digitales, la sintesis Modal, y el método de la Transformacién del Funcional.

El modelado fisico, a diferencia de otros métodos no intenta emular el sonido final del instrumento,
sino que emula el instrumento en si, lo cual garantiza un resultado mas parecido al instrumento real.
Sin embargo el problema con el que se encontré este método es que requiere una capacidad de
procesamiento muy grande, la cual en las décadas pasadas no se encontraba disponible. Actualmente
la capacidad de procesamiento de los computadores permite la implementacién de este tipo de
sintesis en tiempo real, y esta siendo utilizada en varios programas de sintesis para computadoras.

La eleccion del modelado fisico se basa fundamentalmente por el realismo que se puede obtener al
realizar este método, y mds que todo, porque la sintesis obtenida hasta el momento en instrumentos
de viento (flautas, saxofdén, etc.) no es muy similar al sonido real y cualquier oyente puede darse
cuenta que se trata de una sintesis por computadora. Otro aspecto importante que cabe destacar, es
que mediante este tipo de sintesis se pueden modificar pardmetros fisicos del instrumento, ddndonos
la oportunidad de crear instrumentos imposibles fisicamente (una flauta de longitud infinita, un
tambor de dimensiones enormes).

Las técnicas de modelado fisico se pueden agrupar en dos categorias: técnicas de dominio temporal y
técnicas de descomposicion modal. Las técnicas de dominio temporal abarcan los métodos de Digital
Waveguide, Finite Difference Time Domain. Las técnicas de descomposicion modal ofrecen los
métodos de Sintesis Modal, y Functional Transformation Method.

Este ultimo, el método de la Transformacion del Funcional, es el método mediante el cual se realizara
la sintesis de sonido digital de un instrumento de viento, método que no ha sido trabajado antes en Ia
Universidad de los Andes ni en Colombia, sino que su investigacién durante la ultima década se ha
realizado en paises como Alemania, Francia y Finlandia.

Por lo tanto, la intencién de este Proyecto de Grado es realizar un trabajo investigativo acerca de este
método y realizar una aplicacién, en este caso, la sintesis de un instrumento de viento mediante el
método de la Transformacidon del Funcional, aplicacion que no ha sido realizada en la actualidad,
puesto que el método ha sido aplicado a instrumentos de cuerda, membranas o tambores,
instrumentos de cobre, y cuerpos resonantes.
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Objetivos
2.1 OBJETIVO GENERAL.

Implementar un modelo discreto basado en la transformacion del funcional de un instrumento
de viento, mediante el modelado fisico del mismo.

2.2 OBJETIVOS ESPECIiFICOS.

Realizar una investigacion acerca de los distintos métodos de sintesis de sonido digital basados
tanto en el modelado fisico, como en el sonido.

Descripcion fisica y matematica de los instrumentos de viento, los resonadores acusticos y la
flauta simple.

Realizar una introduccién a las ecuaciones diferenciales parciales, basandose en la ecuacién de
onda en una dimensién, estudiando diferentes métodos de separacion de variables, problemas
de Sturm-Liouville y expansiones de auto funciones. Esto aplicado a un instrumento de viento.

Realizar una investigacion acerca del método de la Transformacidn del Funcional.

Aplicacién de los puntos anteriores para desarrollar la sintesis del modelo fisico del instrumento
de viento.

2.3 ALCANCE Y PRODUCTOS FINALES

Como se dijo anteriormente, el objetivo general de este Proyecto de Grado es realizar la sintesis de
sonido digital de un instrumento de viento basandose en la Transformacién del Funcional. Debido a
gue este método es relativamente nuevo, el éxito del proyecto radica en la implementacién de este
mismo, y como estd planteado en los objetivos especificos, uno de los aspectos mas importantes del
proyecto es la Transformacidn del Funcional, método que no ha sido trabajado antes en la Universidad
de los Andes ni en Colombia, sino que su investigacion durante la Ultima década se ha realizado en
paises como Alemania, Francia y Finlandia.

Por lo tanto, la intencién de este Proyecto de Grado es realizar un trabajo investigativo acerca de este
método y realizar una aplicacién, en este caso, la sintesis de un instrumento de viento mediante el
método de la Transformacion del Funcional, aplicacion que no ha sido realizada en la actualidad,
puesto que el método ha sido aplicado a instrumentos de cuerda, membranas o tambores,
instrumentos de cobre, y cuerpos resonantes.

Asi, los resultados esperados son:
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e Completa descripcion fisica de un instrumento de viento.

e Correcta realizacion de la Transformacion del Funcional al modelo fisico basado en PDEs de un
instrumento de viento.

e Correcta sintesis de sonido de un instrumento de viento mediante la Transformacion del
Funcional.

Metodologia

Este proyecto de grado se basa en el procesamiento de sefiales y en el modelado fisico de
instrumentos musicales con objetivo la sintesis de sonido del mismo. El Proyecto consta de diferentes
partes, en la parte | se da una breve descripcion de los métodos de sintesis basados en sonido,
incluyendo la sintesis por tabla de ondas, sintesis granular, sintesis aditiva, sustractiva, y sintesis FM.

En la parte Il, se realiza la descripcidn fisica y matematica de los instrumentos musicales, en particular
los instrumentos de viento, los resonadores acusticos y la flauta simple. Esto de la forma de ecuaciones
diferenciales parciales con sus correspondientes condiciones iniciales y de frontera. Posteriormente,
en la parte lll, ya con la descripcion fisica de los instrumentos, se da una introduccién a las ecuaciones
diferenciales parciales, basdndose en la ecuacidon de onda en una dimensién, estudiando diferentes
métodos de separacion de variables, problemas de Sturm-Liouville y expansiones de auto funciones.
Esto aplicado a un instrumento de viento.

La parte IV consta de un resumen de como realizar la discretizacién de los modelos fisicos de los
instrumentos musicales a través de las distintas técnicas de sintesis de sonido basadas en el modelado
fisico.

La explicacion del método de la Transformacién del Funcional se lleva a cabo en la parte V, el cual es la
directa aplicacién de transformaciones de funcionales en tiempo y espacio con el fin de resolver los
problemas de condiciones iniciales y de frontera en las ecuaciones diferenciales parciales derivadas en
la parte Il y Il

Después de la explicacion de la Transformacidn del Funcional, en la parte VI, se realiza la aplicacion de
la misma al modelo fisico de un instrumento de viento.

Un marco tedrico no ha sido incluido en el proyecto, puesto que los conceptos y el estado del arte

necesarios para la realizacién del modelo discreto de un instrumento de viento son explicados vy
revisados en el trabajo realizado.

Trabajo Realizado

Parte I - Métodos de Sintesis basados en el Sonido

En esta parte diferentes métodos de sintesis basados en sonido son brevemente analizados. Estos
pueden clasificarse segun la naturaleza del método, como es el caso de los métodos basados en
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sonidos previamente grabados (sintesis por tabla de ondas, sintesis granular) o los llamados métodos
espectrales (sintesis FM, sintesis aditiva, sintesis sustractiva). [1]

4.1.1 SINTESIS GRANULAR

La sintesis granular es un método de sintesis basado en sonidos previamente grabados. Consiste en la
suma de distintos ‘atomos de sonido’ o ‘granos’ (de ahi el nombre caracteristico del método), esta
suma de ‘granos’ de sonido se genera en el dominio del tiempo resultando en la sefal musical deseada.
Es decir, se descompone una sefal musical en pequenas partes limitadas en tiempo y en ancho de
banda, esto se puede realizar mediante diferentes métodos como realizar un muestreo a la sefal
original, ‘ventanear’ la sefial. [2]

Ya obtenidas estas pequefas porciones de la sefial original, se pueden sumar de diferentes maneras
por lo cual se tiene una amplia libertad con el fin de la modificacidn de los sonidos. Existen dos formas
de realizar esta suma, la sintesis granular asincronay la sintesis granular sincrona.

La sintesis granular asincrona es usada para producir nuevos sonidos los cuales no pueden ser
producidos por instrumentos acusticos. En este tipo de sintesis los granos son sumados
estadisticamente en el tiempo, esto puede verse como una convolucidn temporal de los granos con
impulsos en el tiempo. Los granos seleccionados con distintas propiedades espectrales se eligen de
manera aleatoria, esto resulta en ‘nubes’ en el plano tiempo-frecuencia, las cuales son altamente
manipulables y es aqui donde radica la principal ventaja de este método, pues estas nubes que forman
los granos sumados pueden ser modificadas dependiendo la forma de onda o duracién de los granos
involucrados, tiempo de inicio, amplitud, ancho de banda, distribucién y area en el plano tiempo
frecuencia. [2]

La sintesis granular sincrona a diferencia de la asincrona, selecciona los granos después del analisis de
una senal musical existente. Es decir, se descompone la sefial musical en un nimero minimo de granos,
los cuales son excitados por una sefial sincronizada con el ‘pitch’ de la sefial musical. Este tipo de
sintesis no es usada para la creacion de nuevos sonidos, pues su fin es la reproduccion de sonidos ya
existentes, y esto lo logra mediante la imitacién de la sefial original, pero reduciendo la informacion al
maximo. Se pueden realizar diferentes modificaciones como la de alterar el ‘pitch’ de la sefal original
sin cambiar su duracion, o al contrario, cambiar la duracién sin cambiar el ‘pitch’ de la sefal. [2]

Para este tipo de sintesis se utiliza la STFT con ventanas Hanning o Rectangulares, y se basa en la
codificacion predictiva lineal.

4.1.2 SINTESIS POR TABLA DE ONDAS

Actualmente la sintesis por tabla de ondas es la sintesis de sonido mas usada por los distintos
sintetizadores del mercado. El método se basa en digitalizar sefiales musicales reales y guardarlas en la
memoria interna del sintetizador o computador, es aqui donde radican las principales ventajas y
desventajas del método. Desventajas porque se tienen que guardar todas las frecuencias y todas las
formas mediante las cuales un musico puede interpretar el instrumento, esto ocupa un gran espacio de
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la memoria de almacenamiento. Ventajas porque al estar en la memoria del sintetizador, el sonido
puede ser reproducido facilmente, y no se necesitan realizar muchos calculos para obtener el sonido
deseado.

Para contrarrestar el enorme espacio de memoria que ocupan estos sonidos pre-grabados, existen
diferentes algoritmos (Looping, Enveloping, Pitch Shifting, Enveloping, Filtering) los cuales reducen la
cantidad de memoria requerida y también ayudan a modificar o manipular los sonidos ya existentes,
por lo tanto este tipo de sintesis es usada para reproducir nuevos sonidos o sonidos ya existentes.

4.1.3 SINTESIS ADITIVA

La sintesis aditiva se puede ver como un tipo de sintesis granular, sélo que todos los granos
corresponden a sefales sinusoidales con diferentes amplitudes, frecuencias, y fases. Asi estos
diferentes granos son sumados hasta obtener la sefial musical deseada. Este tipo de sintesis se basa en
las series de Fourier.

Esta suma de sinusoides se describe mediante la siguiente ecuacion:

N
f@® =n() + Z B, (t)(sin(w, (Ot + @,(t)) (1.1)
n=1

Donde n(t) es una fuente de algun tipo de ruido (blanco, azul, etc.), B(t) son las amplitudes, w(t) las
frecuencias, ¢(t) las fases.

Para estimar los pardmetros de 1.1 se utiliza un algoritmo de seleccién de picos (peak-picking) de la
STFT de la senal original, a estos algoritmos se les reconoce como algoritmos de nacimiento y muerte,
pues en ellos se decide que sinusoides se agregan o desaparecen en determinados tiempos. Las
modificaciones a la sefial obtenida se pueden realizar modificando los distintos pardmetros de las
sinusoides en el plano tiempo-frecuencia. [3]

La principal desventaja de este método, es que es muy caro computacionalmente debido a la cantidad
de parametros que tienen que ser calculados mediante los algoritmos de seleccion de picos.

4.1.4 SINTESIS SUSTRACTIVA

La sintesis sustractiva puede verse como todo lo contrario a la sintesis aditiva, pues en vez de basarse
en la suma de senales, mediante el filtraje de la sefial se obtiene la senal deseada. Estos filtros pueden
ser estaticos o pueden variar con el tiempo, depende de la naturaleza del mismo, pues si se estd
sintetizando un cuerpo resonante, este no va a cambiar en el tiempo, por lo tanto le corresponde un
filtro estatico.

Posee la ventaja de no depender de la sefial de entrada, pues no tiene que dividir esta en pequenas
partes temporales o espectrales y no se limita a sefiales semi-periédicas o con ‘pitch’, por lo tanto se
puede aplicar a seiiales de percusién. Al poder cambiar los pardmetros de los filtros, se pueden
modificar las senales facilmente y en la creacion de nuevos sonidos existe una gran libertad.
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4.1.5 SINTESIS FM

La sintesis FM, sintesis por modulacién frecuencial, se basa en la obtencidon de una sefal modulada.
Esto se realiza con dos sefiales, sefial portadora y sefial moduladora, y en este caso se varia la
frecuencia de la sefial portadora con la sefial moduladora resultando en una sefial mas compleja y de
diferente forma de onda. La sintesis FM se caracteriza por su no linealidad debida a la distorsion de la
frecuencia de la sefial portadora.

La sintesis FM sigue el siguiente algoritmo:
f(®) =B (sin(w:t + @) (1.2)

Donde f(t) es la sefal portadora y w.su frecuencia, y ¢(t) es la sefial moduladora que esta cambiando
constantemente, y puede ser de muchas formas de onda dependiendo del tipo de modulaciéon
requerida. [3]

La sintesis FM puede ser utilizada para la simulacidon de sonidos ya existentes o para la creacion de
nuevos sonidos, todo depende del nimero y tipo de osciladores utilizados en el momento de realizar la
sintesis.

Parte II - Descripcion Fisica de los Instrumentos de Viento.

En esta parte se analiza la descripcion fisica de los instrumentos musicales, su notacion general usada en la
descripcién vibratoria de los mismos. Posteriormente se describirdn los resonadores acusticos, el movimiento
armonico simple de ondas longitudinales viajando en el aire, la reflexién de las mismas en tubos resonantes
abiertos o cerrados al inicio o fin y la presién longitudinal de las ondas en tubos. Y finalmente se analizaran los
cambios debidos a los hoyos presentes en diferentes instrumentos de viento como las flautas de concierto.

4.2.1 DESCRIPCION FiSICA DE INSTRUMENTOS MUSICALES [1]

Los modelos fisicos de los instrumentos musicales consisten en ecuaciones diferenciales parciales
(PDEs por sus siglas en inglés), las cuales contienen derivadas espaciales y temporales. Ademas las
condiciones iniciales temporales indican los estados iniciales de la estructura vibratoria, y las
condiciones de frontera definen la forma en la que se interactuda con la frontera. La combinacién de
PDE y de condiciones iniciales y de frontera se denomina como un problema de valores iniciales y de
frontera.

Estas PDEs se pueden representar de forma escalar o vectorial, y son obtenidas después de una analisis
fisico de la estructura del instrumento musical.

Debido a que los instrumentos de viento pueden ser modelados como instrumentos de una dimension,
como las cuerdas de ciertos instrumentos (guitarra, bajo, piano, etc.), por lo tanto en las siguientes
ecuaciones en vez de emplear una notacion vectorial para la variable espacial x, la cual puede ser de 3
dimensiones, se utilizara simplemente x, esto debido a una facilidad en la notacién y a que son los
instrumentos de una dimensién los que nos interesan.
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La notacién general escalar para las PDEs es la siguiente:

D{y(x, )} + L{y(x,t)} + W{y(x,t)} = f.(x,0), x €V,t €]0,0), (2.1a)
7y, )} = flyx,t) = y;(x), X€EV,t=0, (2.1b)

f{y(x, )} = fiy(xt) = dplx,t), x€B,t€[0,®),  (2.1c)

El operador D{} contiene las derivadas temporales, L{} incluye las derivadas espaciales, W{} consiste en
las derivadas mixtas, temporales y espaciales. La funcion de excitacion de esta dada por f,(x,t). Las
condiciones iniciales son descritas en la ecuacién 2.1b por el operador f7{}, dando como funcién de
condiciones iniciales a y;(x). De igual manera las condiciones de frontera estdn dadas por el operador
fI'{} en la ecuacién 2.1c, dando como funcién de condiciones de frontera a ¢ (x, t). El superindice T
denota transposicion.

Las ecuacion 2.1a sélo es valida entre el rango espacial definido V, en el caso de los instrumentos de
viento V es un linea (1-D), y este esta limitado por la frontera B.

De igual forma la notacion general vectorial para las PDEs es la siguiente:

Ay(x,t) + B(Vy(x,t)) + CDy(x,t) = v(x,t), x €V,t €[0,0), (2.2a)
ffy(x,t) = y;(x), XxXeEV,t=0, (2.2b)
fly(x,t) = dplx,t), x €EB,t€[0,00), (2.20)

Donde el operador D; denota las derivadas temporales de primer orden, V denota las derivadas
espaciales de primer orden, como sélo nos interesan instrumentos en una dimensién V queda reducido
a la derivada espacial de primer orden. La matriz A contiene los términos de pérdidas, B combina
todas las expresiones con derivadas espaciales de primer orden, C es una matriz de capacitancia o
masa, y v(x, t) es un vector de excitacién el cual contiene todas las funciones externas de excitacion.

Todas las PDEs escalares basadas en modelos fisicos de vibraciones longitudinales, torsionales o
transversales, pueden ser descritas mediante la siguiente notacion general:

D{y(x, )} = a1y (x,t) + a,j(x,t),  (2.3a)
L{iy(x,0)} = byy" (x,t) + byy""(x,¢), (2.3D)
W{y(x,t)} = c3y"(x, 1), (2.3¢)
Donde y(x, t) corresponde a la primera derivada temporal, y y'(x, t) es la primera derivada espacial.

Las ecuaciones 2.3 surgen de insertar la ecuacion 2.2a entre ellas mismas, con el fin de eliminar todas
las variables de salida, excepto una. Los modelos que pueden ser representados mediante las
ecuaciones 2.1y 2.2 corresponden a sistemas lineales y no lineales. Ademas se asumen invariantes en
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el tiempo y el espacio, por lo tanto un corrimiento en el tiempo o espacio no afectaria el
comportamiento vibratorio del instrumento musical.

4.2.2 RESONADORES ACUSTICOS [4], [5]

Los resonadores acusticos se pueden dividir en dos categorias, los mas comunes consisten en tubos
cilindricos de dimensidn finita, hechos de metal, plastico, bambd, etc. Los cuales pueden estar abiertos
al inicio y fin del tubo, o estar cerrados en el fin del tubo. La otra clase de resonadores acusticos
consisten en aquellos se basan no en un tubo sino en un tipo de cavidad ya sea regular o irregular. El
primer tipo de resonantes acusticos seran el objeto principal de estudio en esta seccién, esto debido a
gue las matematicas involucradas en este clase son mas sencillas, y no presentan muchas dificultades.

Ademads, debido a que el principal sistema de produccidon de sonido de un instrumento estandar de
viento, como la flauta, consiste en la vibracion de una columna de aire en medio de un tubo angosto,
La comprensién de un resonador acustico de este tipo, es vital antes de estudiar estos tipos de
instrumentos.

4.2.3 LA FLAUTA SIMPLE [4], [5]

La Flauta es uno de los instrumentos mas antiguos, y su funcionamiento es bastante Unico, pues sus
dimensiones fisicas son las que determinan las escalas y afinamiento del instrumento. Las matematicas
del tubo de la flauta, del hoyo de embocadura, y de los hoyos de tono no cubren todos los aspectos del
funcionamiento del instrumento, esto se debe a que la entonacién de la flauta depende del chorro de
aire y de la fuerza del mismo, también depende de la porcién del hoyo de embocadura que cubren los
labios del interprete.

Se estudiard el caso de los resonadores acusticos abiertos en ambos lados, esto debido a que los
distintos tipos de flauta poseen esta caracteristica.

Primero, hay que distinguir entre la longitud efectiva o acustica del instrumento, y la longitud
geométrica o medida del mismo. Dado que el tubo se encuentra abierto en ambos lados, la reflexién
de las ondas de presion ocurre después de la longitud geométrica, por lo tanto la longitud efectiva es
mayor que la longitud geométrica. Esto se puede apreciar en la siguiente figura.

[‘u eff

Acoustic or Effective Length

Geometric or Measured Length

L

Figura 2.1 Longitud efectiva, y longitud geométrica de un tubo abierto en ambos lados. [4]



Sintesis de Sonido Digital de un Instrumento de Viento Usando el Método dela | 11
Transformacion del Funcional

Para el estudio de las longitudes involucradas en una flauta, se usaran tubos cerrados en ambos lados,
estos tubos no tienen ningun tipo de uso musical, pero se emplearan para representar la longitud
efectiva de un tubo abierto en ambos lados, esto es debido a que la longitud geométrica y efectiva en
un tubo cerrado-cerrado es la misma, por lo tanto para modelar la longitud efectiva de un tubo de
longitud L, se utilizard un tubo cerrado-cerrado de longitud Les.

Asi, la longitud de onda fundamental A; estda dada por A; = 2 Let, y por lo tanto, la frecuencia
fundamental es:
c c

c
F = —= = — 2.4
VUM 2Ly 2L 24)

Donde c es la velocidad del sonido dentro de la flauta, y Ls es la longitud del tubo cerrado-cerrado que
representa la longitud efectiva de la flauta.

Ahora bien, una flauta traversa consiste en un tubo abierto en ambos lados, el hoyo de la embocadura
representa la primera abertura, y el hoyo al final de la flauta representa la segunda abertura. Esta
segunda abertura cambia cuando alguno de los hoyos de tono estd abierto, convirtiéndose este hoyo
en el hoyo del final y por lo tanto reduciendo la longitud efectiva de la flauta.

Esto se puede observar mejor en la figura 2.2, donde se muestra la longitud efectiva de una flauta con
todos los hoyos cerrados, esta longitud efectiva es representada como un tubo cerrado-cerrado de
longitud Ls. Asi mismo se realiza lo mismo para una flauta con el primer hoyo de tono abierto.

Para poder determinar la longitud efectiva de una flauta dependiendo de la configuracidn de los hoyos
de tono tenemos las siguientes ecuaciones.

LS = Ale + lt + Alt (Z-Sa)
Ly= Al,+ L+ Al,  (2.5b)

Donde A4l, es la correccién en el hoyo de la embocadura, [; es la longitud geométrica de la flauta desde
el centro del hoyo de embocadura, hasta el hoyo al final de la flauta, 4l; es la correccién en el hoyo al
final de la flauta.

De igual manera en la ecuacion 2.4b, [; es la longitud geométrica de la flauta desde el centro del hoyo
de embocadura, hasta el centro del primer hoyo de tono abierto, y 41, es la correccién en el primer
hoyo de tono abierto.
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Geometric Ll'll'.',lll from Embouchure Hole Center to End of Tube

Geometrie Length from Embouchure Hole Center to Tone Hole Center

Aty Aty

Figura 2.2 a) L, representa la longitud efectiva de una flauta con todos los hoyos de tono cerrados. b) Ls
representa la longitud efectiva de una flauta con el primero de los hoyos de tono abierto. [4]

Para poder obtener la longitud efectiva de la flauta se tienen que calcular las distintas correcciones en
los hoyos, puesto que [; y [; ya se conocen, pues son las medidas geométricas de la flauta. Las demas
correcciones estan dadas por las siguientes ecuaciones:

2

d
Al = (L, + dp) (i) _ 045d,  (2.6)

IR

d 2
Al = (4 + dy) (d—}l) _045d,  (27)

Al, = 0.3d, (2.8)

Al, es aproximado, puesto que depende de la intensidad del chorro de aire de la sefial de entrada y de
la porcién de los labios que cubren la embocadura, por lo tanto estos parametros no se pueden
predecir, sin embargo, la aproximacion es bastante correcta.

l.y [, es la medida geométrica de los hoyos de embocadura y de tono respectivamente, se puede ver
como la altura de los mismos, y siempre corresponde a unos pocos milimetros. d, es el didametro del
tubo de la flauta en donde se encuentra el hoyo de embocadura, d; es el didametro del tubo de la flauta
en donde se encuentran los hoyos de tono, dgy dj, es el didmetro del hoyo de embocadura y de tono
respectivamente.
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Como se puede ver, en las ecuaciones 2.5 — 2.7 sélo se necesitan las diferentes medidas geométricas
de la flauta para poder hallar las correcciones en los hoyos y asi la longitud efectiva de la flauta.

Una vez se tiene la longitud efectiva de la flauta, se procede al cdlculo de la impedancia acustica de la
flauta. Como la flauta es un tubo cilindrico finito de longitud L cuando x = L, el tubo es terminado
mediante una impedancia Z,. Esta impedancia es la que nos brinda las condiciones de frontera en la
solucién de las PDEs, y esta dada por la siguiente ecuacion:

_ JpwLs
L S

(2.9)

Donde p es la densidad del aire en kilogramos por milimetro cubico, w es la frecuencia angular en
radianes por segundo, S es el area superficial del tubo en milimetros cuadrados.

Parte III - Ecuaciones Diferenciales Parciales en un Instrumento de Viento

En la seccidn anterior se dio una breve descripcion fisica de los instrumentos musicales y como estos se
basan en PDEs, en esta parte se analizan las ecuaciones diferenciales parciales, basandose en la
ecuacién de onda en una dimensién, estudiando diferentes métodos de separacidon de variables,
problemas de Sturm-Liouville y expansiones de auto funciones. Esto aplicado a un instrumento de
viento.

4.3.1 ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES EN UN INSTRUMENTO DE VIENTO [6]

Como se dijo en la seccidn anterior, en un instrumento de viento como la flauta el sonido es generado
directamente, pues se crea mediante el chorro de aire introducido por el intérprete, y el instrumento
por su geometria, se puede considerar como un instrumento largo y angosto con un area superficial
uniforme, y por lo tanto, se puede utilizar la ecuacidén de onda en una dimensién para modelar el
comportamiento de la presidn y de la velocidad de las particulas dentro de la flauta.

1
y'(x,t) = C—Zj'z(x, t), x €V,t €[0,0) 3.1)

Donde c es la velocidad del sonido dentro de la flauta, y V es el intervalo espacial entre [0, L], siendo L
la longitud efectiva de la flauta dependiendo de la configuracién de hoyos de tonos abiertos o
cerrados.

La ecuacién de onda en una dimensién (3.1) se deriva de las siguientes ecuaciones.
S ,
Pp(x, t) = —u'(x,t), x €V,t €[0,0) (3.2a)

gu(x, = —p'(6t), x€EVtel[0w) (3.2b)
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Donde u(x, t)y p(x, t) son el volumen de la velocidad y la presién dentro de la flauta respectivamente,
S es el area superficial de la flauta y p es la densidad del aire dentro de la flauta. [7]

Por lo tanto se puede considerar de la ecuacién 3.1y 3.2 que p(x, t) en el caso de ondas en un tubo
angosto (1 dimensidn) sélo depende de una coordinada espacial x y del tiempo t

y(x,t) = p(x,0) (3-3)

Para la flauta, como condicién de frontera, se utilizan las condiciones de frontera de primer tipo, mas
conocidas como las condiciones de frontera de Dirichlet, donde p(x, t) se anula en las fronteras.

4.3.2 FRECUENCIAS BASICAS DE LA FLAUTA [6]

Ahora bien, ya obtenidas las PDEs de un instrumento de viento como la flauta, y sus correspondientes
condiciones de frontera, abordar el problema de Sturm-Liouville, encontrar sus valores propios y
encontrar las frecuencias basicas de la flauta, las cuales son los mismos valores propios es algo esencial
para el objetivo buscado en este Proyecto de Grado, pues como veremos mas adelante, la
Transformacion del Funcional se basa en la transformada de Sturm-Liouville.

Esto se realiza resolviendo el siguiente sistema, donde la funcion K es una posible solucién a un
problema de valor de frontera.

K" (x) = —AK(x), X€EV, (3.4a)
K(0) = K(L) =0, (3.4b)

El problema de las ecuaciones 3.4, se denomina un problema de valor propio, y la solucién del sistema
es la auto funcién K(x) con los valores propios 1. Como en la flauta se aplican las condiciones de
frontera de Dirichlet, en x = 0 = L (Longitud efectiva de la flauta), la auto funcién también debe
anularse.

Este problema de Sturm-Liouville posee una forma general de llevarse a cabo, pues se trata de una
ecuacion diferencial de segundo orden con coeficientes constantes, su solucion depende de Ay es de la
siguiente forma.

1. 1<0 > K(x) = aeV™" + ,Be_\/__’lx, (3.5a)
2. =0 - K = a+ Bx, (3.5b)
3. 1>0 = K(x)= acos (WAx) + Bsin (VAx), (3.5¢)

Donde se asume que A es un numero real, y para el problema en cuestion, con condiciones de frontera
de Dirichlet la solucién corresponde a la ecuacién 3.5c¢, es decir 4 > 0.
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Al insertar la ecuacién 3.5c en 3.4b, se obtiene que a = 0, pues K(0) = 0, por la naturaleza de las

funciones coseno y seno. De K(L) = 0se obtiene que VAL = nm, donde nes un nimero entero
positivo.

Por lo tanto la solucidon a este sistema es una secuencia infinita de auto funciones, cada una asociada
con un valor propio positivo. Estos son de la siguiente forma.

K, (x) = sin (?) A, = (E)z, n=123 (3.6)

L
Como se puede ver en 3.6 K, y 4, estan indexados por un nimero entero positivo n, este nimero
puede ser 1, 2 o 3, dependiendo del tamano del vector x, como en este caso el problema corresponde
a una dimensioén se tiene que el tamano del vector es 1.

Ya con las auto funciones y valores propios correspondientes a las PDEs de una flauta (ecuacion de
onda en una dimensidn), sabiendo las impedancias de terminacidn de la flauta y las condiciones de
frontera, se puede abordar la Transformacidon del Funcional.

Parte IV - Métodos de Sintesis de Sonido Basados en el Modelado Fisico

Como se realizé en la seccidn |, en esta parte diferentes métodos de sintesis de sonido basados en el
modelo fisico de los instrumentos son brevemente analizados. Desde el punto de vista del
procesamiento de sefiales, estos métodos pueden ser vistos como una extensién de los métodos
basados en sonido en la que se incluye la variable espacial.

Estos métodos de modelado fisico, tienen como objetivo simular las vibraciones que ocurren en los
instrumentos musicales de la manera mas precisa posible y con el menor gasto computacional. Puesto
gue como se vio anteriormente los modelos fisicos de instrumentos se basan en ecuaciones parciales
diferenciables, estas ecuaciones poseen derivadas continuas en tiempo y espacio, por lo tanto no
pueden ser resueltas directamente en el computador.

En los siguientes métodos, estos modelos fisicos son discretizados de una forma u otra. Los cuales se
pueden clasificar en dos categorias; sintesis de sonido orientada en el dominio del tiempo, y sintesis de
sonido orientada en el dominio de la frecuencia. La primera categoria incluye el método de las
diferencias finitas, y el método de las guias de ondas digitales. En la segunda categoria se encuentra el
método de la sintesis modal. [1]

4.4.1 METODO DE LAS DIFERENCIAS FINITAS [1]

Este método corresponde a la realizacion de la sintesis de sonido orientada en el dominio del tiempo.
Se basa en la directa discretizacidén de las derivadas temporales y espaciales presentes en los modelos
fisicos de los instrumentos musicales, esto conduce a ecuaciones de diferencia, las cuales pueden ser
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explicitas o implicitas e implementadas y resueltas en un computador. Cuando las ecuaciones de
diferencia resultantes son explicitas quiere decir que estas pueden ser resueltas basadas en los estados
previos, a diferencia de las ecuaciones de diferencia implicitas, las cuales no pueden ser resueltas de
esta manera sino que necesitan otros tipos de algoritmos y desarrollos.

La discretizacién de los modelos fisicos se lleva de la siguiente manera, por cada derivada parcial
presente en el modelo, se desarrolla su expansiéon en series de Taylor, asi las derivadas son
reemplazadas por diferencias discretas y otros términos de mayor grado los cuales al final resultan
despreciados.

) y(x,ts) —y(x,ts — T)
y(xP t)lts = T

T
+2 IOl + @D

La ecuacion 4.1 es un ejemplo de cédmo convertir una derivada parcial en un ecuacién de diferencias,
este método es llamado aproximacidon de diferencias reversas, puesto que depende del estado
anterior. T es el intervalo temporal de muestreo.

Los principales inconvenientes de este método es su ineficiencia computacional y sus problemas de
estabilidad, por estas razones el método no puede realizarse en tiempo real y es considerado un
método ‘offline’.

4.4.2 METODO DE GUIAS DE ONDAS DIGITALES [1]

Este método, junto al método de las diferencias finitas, hace parte de los tipos de sintesis de sonido
basados en el modelado fisico orientados en el dominio del tiempo. El modelo basico de este método
fue desarrollado para resolver modelos fisicos basados en una dimensién como cuerdas o tubos, es
extremadamente eficiente computacionalmente, y es por esta razén que durante mucho tiempo fuel el
Unico método de sintesis de sonido basado en los modelos fisicos en ser implementado en tiempo real
en distintos computadores o sintetizadores.

El modelo bdsico del método de guias de ondas digitales se basa en la descomposicidn del instrumento
en distintas partes, por ejemplo, en [1], es realizada la descomposicién de una cuerda de guitarra
acustica, la cual consta de tres partes:

e Tablas de ondas, modelando la sefial de excitacidn del instrumento.
e Modelo de la cuerda, basado en guias de ondas digitales.
e Filtro correspondiente al cuerpo resonante del instrumento.

El método de guias de ondas digitales esta basado en la solucidn analitica de la ecuacion de onda en
una dimension, la cual consta de dos ondas viajeras, cada una viajando en sentido contrario. Esta
solucién puede ser implementada eficientemente mediante lineas digitales de retraso. Ademas de
estas lineas de retraso, ciertas caracteristicas del instrumento pueden ser implementadas mediante
distintos filtros digitales, como es el caso de un filtro de pérdidas el cual simula las terminaciones de la
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cuerda, pérdidas independientes y dependientes de la frecuencia, etc. Un filtro ‘all-pass’ el cual simula
los efectos de dispersion. Y finalmente, para poder ajustarse a la afinacién correcta, un filtro de

retrasos fraccionarios es necesario.
Lo anterior se puede ver descrito en la siguiente figura.

Af; A, Al

@l — 2ot [T o~ M4 |
Cre (k) @(:l]
B e P e

f(k) y(k)

e

— T J
(®) H”fd(z’*”"i‘P(:)'Jﬁ'?f(" v

Figura 4.1 Modelo basico del método de guias de ondas digitales. a) Dos lineas de retraso simulando
las dos ondas viajeras. b) Linea de retraso del doble de longitud de cada linea presente en a). [1]

Se puede observar en 4.1a las dos ondas viajando en sentido contrario, H(z) corresponde a los tres
filtros descritos anteriormente, f(k) es la senal de excitacion y y(k) corresponde a la salida del sistema.
Igualmente en 4.1b se realiza lo mismo, sélo que de una forma mas eficiente, pues solo se tiene una
linea de retraso del doble de longitud, los filtros entrada y salida, son los mismos que en 4.1a.

Como ya se dijo, la principal ventaja del método es su efectividad computacional, pero también posee
sus desventajas, y esta recae en la similitud al sonido real del instrumento, la cual disminuye debido a
los filtros disefiados en el método, pues los coeficientes de estos son calculados a través de sonidos
pregrabados, por lo tanto no son determinados sobre las propiedades fisicas del instrumento.

4.4.3 METODO DE LA SINTESIS MODAL [1]

En contraste a los dos métodos descritos anteriormente, la sintesis modal esta orientada en el dominio
frecuencial. Tiene cierta similitud con la sintesis aditiva, sélo que las frecuencias de las sefiales que se
van a sumar no son seleccionadas arbitrariamente sino que son determinadas basandose en la
estructura fisica del instrumento.

La sintesis modal describe a los instrumentos en subdivisiones de distintas estructuras, donde cada
estructura es descrita por su informacidon modal. Esta informacién modal corresponde a las frecuencias
temporales, coeficientes de amortiguacion, y distribucion de los modos en la estructura. Asi la sefal
resultante es obtenida sumando las distintas contribuciones de cada modo.
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El costo computacional del método es bastante alto, sin embargo, es bastante efectivo en lo que
refiere a realismo del sonido, ademas se puede aplicar a estructuras complejas. Otro inconveniente es
gue los modos de cada estructura solo pueden ser hallados mediante distintos experimentos.

Parte V - El Método de la Transformacion del Funcional.

En esta seccién se introduce un nuevo método de sintesis de sonido digital basado en el modelado
fisico, el cual se denomina el método de la Transformacién del Funcional. Como primer aspecto, este
método se diferencia de los tres métodos explicados en la seccién anterior en que no aproxima el
sonido resultante discretizando diferentes caracteristicas del instrumento real, sino que directamente
resuelve la PDE, es decir, soluciona directamente el modelo fisico del instrumento musical.

La Transformacion del Funcional resuelve analiticamente el problema de valores iniciales y de frontera
correspondientes a las PDEs del modelo fisico de los instrumentos musicales. Esto brinda la gran
ventaja de tener una solucidon que comprende todas las caracteristicas geométricas y parametros
fisicos del instrumento. El método junto con la sintesis modal, estd orientado hacia el dominio de la
frecuencia, pero dado que resuelve el modelo fisico de forma analitica, el sonido sintetizado es mucho
mas preciso que cualquier otro método de sintesis. Ademas es bastante eficiente, pues permite
simulaciones en tiempo real, por lo tanto se puede denominar como un método de sintesis ‘online’. [1]

4.5.1 PRINCIPIOS DEL METODO DE LA TRANSFORMACION DEL FUNCIONAL [1]

El objetivo principal de la Transformacidon del Funcional consiste en resolver analiticamente el
problema de valores iniciales y de frontera, El cual se encuentra en el modelo fisico de un instrumento
musical de la forma de PDE con condiciones iniciales y de frontera. Se llega a esta solucién analitica
mediante la realizacidn de Transformaciones de Funcionales.

Pensemos primero en un sistema representado por una ecuacién diferencial ordinaria (ODE), la cual
solo tiene derivadas en el tiempo, si queremos llegar a la funcién de transferencia que describe el
sistema una de las formas de realizarlo es aplicando la transformada de Laplace a la ecuacidn
diferencial y a sus condiciones iniciales. Al realizar esto, estamos convirtiendo las derivadas de tiempo
en multiplicaciones algebraicas con la variable compleja de frecuencia de Laplace (s). Ademas las
condiciones iniciales se estan reemplazando por sumas algebraicas de los términos respectivos a los
valores iniciales.

Asi mediante esta transformacién se esta convirtiendo un problema de valor inicial de la forma de una
ecuacion diferencial ordinaria, en una ecuacién algebraica. Ya con esta ecuacion algebraica, se puede
reorganizar y obtener la funcién de transferencia que representa el sistema inicial. Esto se pudo
realizar gracias a las propiedades de la Transformada de Laplace.

Estas propiedades radican en que el ‘kernel’ de la Transformada de Laplace (e ~*) es una auto-funcién
para todos los sistemas LTI, y en que el rango de integracién de la transformacién (0, o) es el mismo al
rango definido para problemas de valor inicial. Por lo tanto estas propiedades obtenidas con la
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Transformada de Laplace se pueden obtener aplicindola a cualquier problema de valor inicial LTI
independiente del orden de la ecuacién diferencial o de los valores de sus coeficientes.

Ya con la funcién de transferencia obtenida, esta se puede discretizar mediante diferentes métodos
(Impulso invariante, escalén invariante, transformacién bilineal, etc.), y una vez discretizado, este se
puede implementar facilmente en un computador, y asi obtener resultados precisos hasta la frecuencia
de Nyquist.

Ahora bien, en lo que respecta a los modelos fisicos de los instrumentos musicales, cuya descripcidn se
basa en PDEs, el objetivo es llegar a una Funcidén de Transferencia Multi-Dimensional (MD TFM) que
represente el sistema (el instrumento musical), realizar la respectiva discretizacién, implementar la MD
TFM en el computador y llegar a una simulacion precisa del sistema.

Si se tiene una PDEs que represente las vibraciones en un instrumento musical, y se le aplica la
Transformada de Laplace, esta debido a las propiedades de la transformada, va a convertir todas las
derivadas temporales en multiplicaciones con la variable frecuencial de Laplace, y a incluir los valores
iniciales. Asi, la PDE original queda convertida en una ODE sin derivadas temporales y el problema pasa
de ser de valores iniciales y de frontera, a solo de valores de frontera para una coordinada espacial.

¢Qué tendriamos que hacer para poder llegar a una Funcidon de Transferencia Multi-Dimensional?,
Estoy se lograria reemplazando las derivadas espaciales por multiplicaciones con una variable
frecuencial espacial, e incluyendo los valores de las condiciones de frontera como sumas algebraicas.

Para poder lograr esto, es necesario un tipo de transformada que tenga las mismas propiedades que la
transformada de Laplace, pero para la variable espacial.

Desafortunadamente, no existe una transformada Unica o genérica que pueda servir para cualquier
tipo de sistema y contenga estas propiedades, esto se debe a los distintas condiciones de frontera que
pueden ocurrir en cualquier tipo de sistema, ya que estds siempre estdn limitadas a un rango
especifico, mientras que por ejemplo en el dominio temporal, este rango suele ser de (0, o). Por lo
tanto, se debe buscar un tipo de transformada, o mas bien un tipo de ‘kernel’ y variable espacial
temporal para cada problema que se esta solucionando.

Este problema al que nos estamos enfrentando, se denomina como un problema de Sturm-Liouville,
cuya teoria radica en que existen sistemas de funciones ortogonales, cada una adecuada para cada tipo
de condiciones de frontera. Asi este tipo de problema esta basado en términos de operadores
diferenciales espaciales, tipo de dominio espacial, y tipo de condiciones de frontera. Por lo tanto este
tipo de transformacién espacial son integrales finitas, cuyo rango es el mismo que el rango espacial del
sistema, y cuyo funcional puede ser un seno, coseno, una funciéon de Bessel, de Hankel, etc. Y se
denomina Transformada de Sturm-Liouville.
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Una vez aplicadas las dos Transformaciones Funcionales, se obtiene una ecuacién algebraica, sin
derivadas, e incluyendo los valores iniciales y de frontera, esta se puede reorganizar, y asi obtener una
MD TFM la cual se puede discretizar, implementar en un computador, y después de realizar las
transformaciones inversas obtener un solucidn discreta con resultados de simulacién bastante
precisos.

4.5.2 TRANSFORMACION DEL FUNCIONAL APLICADO A PDES ESCALARES [1]
El procedimiento general para resolver problemas de valores iniciales y de frontera, de la forma de
PDEs es el siguiente:

i T{. der
PDE { } ODE { } algebraic reordering MD TEM
IC. BC BC equation : :
discretization l,
—17 7—1 .
cliscr»;te Z { } discrete - { } discrete
solution 1-D TFM MD TFM

Figura 5.1 Procedimiento general de la Transformacion del Funcional. [1]

Como se puede observar en la figura 5.1, el procedimiento consta de 6 pasos, los cuales se pueden
resumir de la siguiente manera.

1. Aplicar la transformada de Laplace con respecto al tiempo a la PDEs que representa el modelo
fisico junto con sus condiciones iniciales (IC) y condiciones de frontera (BC). Asi se reemplazaran
las derivas temporales presentes en D{} y W{} (ecuacion 2.1), y la ecuacion resultante sera una
ODE con sus respectivas condiciones de frontera.

2. Realizar la adecuada Transformada de Sturm-Liouville a la ODE resultante, con el fin de

reemplazar las derivadas espaciales en L{} y W{} y de incluir las condiciones de frontera como
sumas algebraicas.

3. Una vez realizadas las dos Transformadas Funcionales, el resultado es una ecuacién algebraica,
esta se puede reordenar de la forma de una Funcidn de Transferencia Multi-Dimensional, la
cual representa el sistema a resolver.

4. Realizar la debida discretizaciéon a la MD TFM, tanto en tiempo como en espacio, la
discretizacion en el tiempo puede realizarse con diversos métodos (impulso-invariante,
transformada bilineal, etc.) para asi obtener una representacién del sistema en el dominio-z. La
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discretizacion espacial se realiza simplemente escogiendo un numero finito de puntos
espaciales entre el rango definido para el instrumento.

5. Ya obtenida la MD TFM discreta se procede a realizar la Transformada Inversa de Sturm-
Liouville, en los puntos espaciales escogidos en la discretizacidn espacial.

6. Aplicaciéon de la Transformada Inversa Z usando el teorema de corrimiento, para asi llegar a una
solucién efectiva basandose en sistemas recursivos discretos.

Parte VI - Aplicacion de la Transformacion del Funcional a un Instrumento de Viento.

En esta seccidn se estudiard mdas a fondo el método de la Transformacién del Funcional, pues se
realizara la respectiva aplicacién del mismo a un instrumento de viento, utilizando la descripcidn fisica
y las ecuaciones diferenciales parciales del mismo (parte Il y parte Ill). El instrumento de viento a tratar
sera una flauta simple.

Ahora bien, como se derivd en la seccion 3, la PDE correspondiente a un instrumento de viento
corresponde a la ecuacion 3.1, puesto que se considera el instrumento como un tubo largo y angosto, y
debido a esta geometria y las ecuaciones 3.1 — 3.3 se puede escribir la siguiente ecuacidon de onda para
la presion:

1
p'(x,t) = C—Zp'(x, t), 0<x<l, t € [0,00) (6.1)

Donde [ es la longitud efectiva del instrumento, x la variable espacial, t el tiempo, c la velocidad del
sonido dentro de la flauta.

En una flauta simple, la cual esta abierta en ambos lados, es decir, en la embocadura y alguno de los
hoyos de tono o el hoyo del final de la flauta, se usan las condiciones de frontera de Dirichlet como se
dijo en la parte lll, donde la presién o cualquier combinacién lineal de sus derivadas temporales es 0
cuando x = 0, 1. Como la mayor derivada espacial es de orden 2, se necesita una condicién de frontera
en cada extremo de la flauta.

Sin embargo, en la embocadura de la flauta (x = 0), cuando la flauta es accionada por el
instrumentista, esta entra en contacto con una columna de aire, y por ende la presiéon es igual a una
funcién de excitacion de frontera ¢ (t).

Las condiciones iniciales en tiempo y las fuerzas de excitacién en V (0 < x < [) se establecen como
homogéneas, puesto que se desea que el Unico mecanismo de excitaciéon sea mediante una fuerza de
excitacidon de frontera, como sucede en un instrumento de viento real.
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Asi el problema de condiciones iniciales y de frontera a resolver es el siguiente:

1
p'(x,t) — ﬁﬁ(x, t) = f.(x,t) =0, 0<x<l|, t € [0,00), (6.2a)

p(x,0)] _

pi(x) = p'(x,0)] = @ 0<x<l t=0, (6.2b)

fIp(0,) = ¢(t), fp(L,t)=0 x=0,x=1, te€[0,o), (6.2c)
1
f,=f = [O] (6.2d)

Las ecuaciones 6.2 se basan en las ecuaciones 2.3, donde la Unica variable de salida que no fue
eliminada es la presion (p(x, t)).

4.6.1 TRANSFORMADA DE LAPLACE [1]
Una vez obtenido el problema de condiciones iniciales y de frontera se procede al primer paso del
método de la Transformacidn del Funcional.

La transformada de Laplace aplicada a una PDE como la ecuacion 2.3 se puede expresar de manera
general de la siguiente forma.

o)

L{p(x,t)} = P(x,s) = fe‘“p(x, t)dt (6.3a)

LD, O} = dp(s)P(x,5) — dip" ()pi(x) (6:3b)

Donde la variable de frecuencia es de la siguiente forma s = ¢ + jw. De la ecuacién 2.3 D{y(x,t)} es
el operador que contiene las derivadas temporales y al aplicarle la transformada de Laplace estas
derivadas se convierten en multiplicaciones por s, de ahi el polinomio d, (s), d;p(s) corresponde a las
condiciones iniciales temporales.
1
1 ——s
dp(s) = —;52 dip(s) = l ¢ ‘ (6.4)

2
1
c2

Asi que al aplicar la transformada de Laplace, el problema de condiciones iniciales y de frontera de
manera general se convierte en el siguiente problema de condiciones de frontera.

dy(s)P(x,s) + L{P(x,5)} = F,i(x,s) +dip" (s)p;(x) 0<x<l, (6.5)
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Donde L{Y (x,s)} es el operador que contiene las derivadas espaciales, F,;(x,s) es la transformada de
Laplace de las fuerza de excitacion.

Las condiciones de frontera se convierten en la siguiente expresion.

fIP(0,5) = ¢p(s), ffP(l,s)=0 x=0,x=1 t €[0,), (6.6)

Por lo tanto, mediante la transformada de Laplace se reemplazaron las derivadas temporales por
operaciones algebraicas con s, incluyendo las condiciones iniciales como términos aditivos.

4.6.2 TRANSFORMADA DE STURM-LIOUVILLE [1], [8]

Ahora bien, se desea realizar lo mismo con las derivadas espaciales, es decir, convertirlas en
multiplicaciones por alguna variable de frecuencia espacial, e incluyendo las condiciones de frontera
como elementos aditivos.

La transformada de Sturm-Liouville se define de forma similar a la transformada de Laplace, en este
caso el dominio espacial que nos interesa corresponde a una dimensién, por lo tanto consiste en una
integral sencilla. Sin embargo, si el rango espacial es de dos dimensiones o tres, seria una integral doble
o triple respectivamente.

l

T{P(x,s)} = P(u,s) = jK(u, x) P(x,s)dx (6.7)
0

En la ecuacidn 6.6 se expresa la transformada de Sturm-Liouville aplicada de forma general a una ODE
con dependencia de sy de x, P(l, s) es el resultado de esta transformacién, y depende de una variable
de frecuencia temporal s, y de una frecuencia espacial p. El rango de integracidn es la longitud efectiva
de la flauta, y el funcional (de ahi el nombre transformacién del funcional) es K(u,s,x), el cual
depende de la naturaleza del problema de condiciones iniciales y de frontera a resolver.

Este kernel de transformacién se obtiene mediante la solucién al problema de Sturm-Liouville 3.4, cuya
solucidén se encuentra en 3.6

De forma similar a la transformada de Laplace, las condiciones de frontera se convierten en términos
aditivos, esto se logra mediante la aplicacion de un teorema similar al teorema de la diferenciacién en
la transformada de Laplace, donde basandose en el problema de Sturm-Liouville, e integrando sobre Ia
especifica frontera se tiene el siguiente resultado para problemas de una dimension.

l
[ K@ 1PNy = 3, P@s) - dGeK@ N (68)

0

Donde g {} es el operador auto adjunto de f,{}, ¢(s) es la transformada de Laplace de una funcion
general de excitacidn de frontera, la cual es evaluada en ambos extremos de la flauta. Este resultado
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surge de la aplicacion de varios teoremas matematicos, como el teorema de la diferenciacion, la
identidad de LaGrange, la identidad de Green, los problemas de Sturm-Liouville, la teoria de
operadores auto adjuntos. Cada uno de estos teoremas matematicos abarcan conocimientos
matematicos bastante extensos, razén por la cual aqui no son discutidos, para una mayor
profundizacién sobre estos temas se recomienda [8] y [1].

g == (69)

Ahora bien, para aplicar la ecuacién 6.8 al problema de condicidn de frontera 6.5, mediante la solucién
obtenida en 3.6, se tiene lo siguiente.

W=

gr{K(wx)} = K'(n,x) (6.10b)

K(u,x) = sin (H_l"—'x) (6.10a)

Como se puede ver 4,y gp{} no dependen de s, esto se debe a que en la PDE inicial no existen
derivadas mixtas, es decir, temporales y espaciales sobre p(x, t). Y el problema al tratarse de una sola
dimensidén el tamafio del vector pes 1, si se tratase de un problema de dos o tres dimensiones, el
tamario del vector seria 2 o 3 respectivamente.

Las condiciones de frontera, después de la transformada de Sturm-Liouville estan dadas por el término
sustractivo de la ecuacién 6.8, para este problema se sabe que las condiciones de frontera para x = [,
p(x,t) = 0, por lo tanto la funcién ¢(s) sélo se evalta en x = 0.

3 s) = d@guK w0}, = = do() (1) (6.11)

Asi que al aplicar la transformada de Sturm-Liouville, el problema de condiciones de frontera de
manera general se convierte en la siguiente ecuacion algebraica.

dp($)P(1,$) + Ay P(1,8) = Foi(s) + dip’ ()P, (1) + (. 5) (6.12)

4.6.3 FUNCION DE TRANSFERENCIA MULTI-DIMENSIONAL [1]

Una vez realizadas las dos Transformadas Funcionales, el resultado es una ecuacién algebraica, esta se
puede reordenar de la forma de una Funcién de Transferencia Multi-Dimensional. Asi que resolviendo
la ecuacion 6.12, se obtiene lo siguiente.

P(s) = Ge(i, $)Fei(k, 8) + Gi (1, )P, (W) + Gy (1, YD (1, 5) (6.13)

Donde G,(,s), G;(1,s) y G,(,s) son funciones de transferencias multi dimensionales para las
fuerzas de excitacidn, las condiciones iniciales y las condiciones de frontera respectivamente. Estas
estan dadas por:
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_ 1

Ge(u; s) = m (6.14a)

— _ dip(s)

Gi(ws) = m (6.14b)

G,(n,s) = ; (6.14¢)
dp(s) + A,

La funcion de transferencia multi-dimensional ha sido obtenida (6.13), como se puede ver el sistema
tiene como entradas las condiciones iniciales, las condiciones de frontera y las fuerzas de excitacion
externas, cada una de estas entradas es filtrada por una funcién de transferencia, y la salida
corresponde a la suma de las tres sefiales filtradas. En la siguiente figura se puede observar el diagrama
de bloques del sistema.

Fei(“» 5) —> Ge(u, S)
p.(w) —» G;(1,s) P(y,s)
5(“!5) —> G_b(u,S)

Figura 6.1 Funcion de transferencia Multi-dimensional. [1]

Las tres funciones de transferencia multi-dimensionales poseen el mismo denominador, el cual
depende de una frecuencia temporal (dj (s)) y de una frecuencia espacial (4,)).

Ahora bien, en el problema del instrumento de viento se establecieron como homogéneas las fuerzas
de excitacion externas y las condiciones iniciales, por lo tanto la Unica funcién de excitacién es debida a
las condiciones de frontera, asi que la ecuacién 6.13 queda reducida a una sola funcion de
transferencia.

P(M,S) = G_b(H;S)CT)(H;S) (615a’)
Gy (1, 5) = - (6.15b)
T O

4.6.4 DISCRETIZACION DE LA FUNCION DE TRANSFERENCIA MULTI-DIMENSIONAL [1]

Se debe realizar la discretizacién tanto en tiempo como en espacio de las funciones de transferencia, la
discretizacion en el tiempo puede realizarse con diversos métodos (impulso-invariante, transformada
bilineal, etc.) para asi obtener una representacion del sistema en el dominio-z. La discretizacion
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espacial se realiza simplemente escogiendo un numero finito de puntos espaciales entre el rango
definido para el instrumento.

Discretizacion en tiempo. [9], [1]

El proceso llevado a cabo en la discretizacién en tiempo se realizdé mediante la transformacion
invariante al impulso, donde cont = kT (T es el intervalo de muestreo, k € N), la representacion del
sistema en el dominio-z es la siguiente.

j— _ d J—
P(w2) = G, (1,2)$%(, 2) (6.15a)
Donde el superindice d quiere decir que estd en el dominio-z.

La transformacidn invariante al impulso se basa en que cualquier funcién de transferencia algebraica se
puede convertir en una expansidon de fracciones parciales. Una vez estas fracciones parciales son
obtenidas, se halla la respuesta impulso a cada fraccidén, se muestrea esta respuesta impulso, se halla la
transformada zeta de la respuesta impulso muestreada, y finalmente se suman las transformadas zeta
obtenida de cada fraccidn, esto se ilustra en el siguiente ejemplo.

C

C
H(s) = P — h(t) = Ce* - h(n) = Ce*"T - H(z) = g

(6.16)

Asi que la transformacién invariante al impulso aplicada a la funcién de transferencia G, (|, s)genera
los siguientes resultados.

1 c? lz_c _lz_c
- _ _ - _ u2m u2m
P Ty T s e (1) () o
e _ e _le h(u_T)
= _ u2m uzm _ um l
Gp(W, z) = 1 e_gTZ_l + 1 euzltcTZ_l = _ 2cosh (—T) (6.17b)

En la ecuacién 6.17 se puede observar el paso del plano s al plano z.
Discretizacion en espacio [1]

Dado que el vector u ya estd discretizado (para nuestro problema, el vector es de tamafio n = 1),
hay que aplicar un método de discretizacién. Sin embargo, en el dominio espacial si hay que establecer
una discretizacion.

El siguiente paso en el método de la transformacion del funcional es realizar la transformada inversa de
Sturm-Liouville, ya que esta nos brinda la solucién analitica en el dominio espacial, basta con realizar
un muestreo en espacio, es decir evaluar la solucién continua en posiciones discretas de la estructura
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vibratoria, estds posiciones desde luego deben ser un numero finito, y se pueden elegir
arbitrariamente.

4.6.5 TRANSFORMACION INVERSA DE STURM-LIOUVILLE [1]

Una vez obtenida la funcidon de transferencia multi-dimensional discreta se procede a realizar la
Transformada Inversa de Sturm-Liouville, en los puntos espaciales escogidos en la discretizacion
espacial.

La transformada inversa de Sturm-Liouville se puede ver como una expansion en series de Fourier
generalizada, puesto que la funcion espacial P(x, s) se puede expresar como una sumatoria de valores
discretos dP(p, s)e con su correspondiente auto funcién K (p, x)

La transformada inversa de Sturm-Liouville esta dada por
. 1 _
P(x,s) = T-HP(ws)} = Z ~P(, K (1,2) (6.18)
n
K

Donde N, es un factor norma, el cual se obtiene en el proceso matematico involucrado en llegar a

K(u, x), y esta dado por la siguiente expresidn, una mayor profundizacion se encuentra en [1]

l

0, +*
fK(u,x) K, x)dx = {N , Z: ‘:l (6.19a)
. 1
l l
(. qum _(um !
N, = fsm (Tx)*sm (Tx) dx = > (6.19b)
0

La implementacién de la ecuacion 6.18 en un computador no puede ser una sumatoria infinita, para
establecer el niumero limite se debe tener en cuenta la discretizacidon en tiempo. Puesto que al cambiar
del plano s al plano z, las frecuencias mayores a la frecuencia de Nyquist no pueden ser reproducidas
correctamente, y ocurre un efecto de enmascaramiento. Para reducir este efecto se establece como
numero finito limite en la sumatoria a py. Dado que  esta directamente relacionado con los polos de
la ecuacion 6.17b, el polo que le corresponde pr (w,,,), no debera ser mas grande que la frecuencia de
Nyquist, es decir w,, T < 7.

Esta suma truncada produce que la precisiéon del método de la transformada del Funcional no sea 100%
correcta, sin embargo este error es preferible a los efectos de enmascaramiento, ademas al asegurar
una frecuencia de Nyquist correcta, por ejemplo muestreando a 44.1kHz, el error debido a la
truncacién no serd oido por el ser humano.



Sintesis de Sonido Digital de un Instrumento de Viento Usando el Método dela | 28
Transformacion del Funcional

En la ecuacion 6.18, la auto funcidén debe ser evaluada en un vector x,, este vector es producto de la
discretizacién en espacio, y corresponden a posiciones espaciales de la estructura vibratoria elegidos
arbitrariamente.

Por lo tanto la transformada inversa de Sturm-Liouville aplicada a la ecuacion 6.15 es la siguiente

1 = 1 _
Py s) = T4 P, D} = )" =P, DK (ur, Xo) (6:20)
T Nur

-1 .
Donde se establece como T4 ~ debido a la suma truncada. El resultado de 6.20 corresponde a una
funcidn de transferencia discreta de una dimension.

Con el fin de obtener una sefial discreta en el dominio del tiempo se debe realizar la aplicacién de la
Transformada Inversa Z a P%(x,4,z). El resultado de esta transformacién inversa corresponderia a
p*(x,4 k), donde x, es el vector espacial y discreto, y k corresponde al dominio temporal resultante
debido a la discretizacidn. Esta seria la soluciéon discreta del instrumento de viento.

4.6.6 IMPLEMENTACION COMPUTACIONAL

Las transformadas inversas de Sturm-Liouville y zeta se pueden implementar en un software de
programacion como MATLAB mediante sencillos cédigos recursivos. La simulacion del instrumento de
viento se realizara teniendo como funcidn de excitacion de frontera la funcion delta de Dirac. Pues asi
se conocera la respuesta impulso del sistema para determinada configuracion de la flauta (posicidn de
los dedos).

Por lo tanto hay que tener en cuenta esta funcién a lo largo de todo el método de la Transformada del
Funcional.
U

dO = 6O = d) =1 = G = — = FW = - (6:21)

En la implementacidon computacional se asumié una temperatura de 25°C, los cambios debidos a la
frecuencia fueron despreciados, y por lo tanto se empled una velocidad del sonido de ¢ = 346,000
mm/s. [4]

La flauta simple en la que se basara la simulacién, es una flauta con 6 hoyos de tono, un hoyo en la
embocadura, y un hoyo al final. Para determinar la longitud efectiva de la flauta simple dependiendo
de la posicidon de los dedos, se deben solucionar las ecuaciones 2.5-2.8. Esto se realizard con las
siguientes medidas basadas en una flauta simple real. [4]



Sintesis de Sonido Digital de un Instrumento de Viento Usando el Método dela | 29
Transformacion del Funcional

d1=17.5 mm [
I, = 2.5mm (1) =329 mm
d, = 10.2 mm (2) = 296 mm
I, = 394 mm (3) =263 mm
d, = 17.5 mm (@) = 230 mm
I,=25mm (5) = 197 mm
d, = 9.5 mm (6) = 164 mm

Asi dependiendo de la posicidn de los dedos y de los hoyos de tono que se encuentren tapados, la
longitud efectiva de la flauta cambiara.

Una vez implementado el cédigo (Apéndice A) encargado de realizar las transformada inversa Z y de
Sturm-Liouville, se simuld con una frecuencia de muestreo de 44.1kHz, el niUmero de maximo de
modos (i) fue 59. Se obtuvieron los siguientes resultados para distintas configuraciones de la flauta
simple.
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Figura 6.2 Respuesta impulso de una flauta simple, a) Todos los hoyos de tono se encuentran cubiertos. b) El hoyo de tono No. 1 se encuentra
descubierto. c) El hoyo de tono No. 2 se encuentra descubierto. d) El hoyo de tono No. 3 se encuentra descubierto. e) El hoyo de tono No. 4 se
encuentra descubierto. f) El hoyo de tono No. 5 se encuentra descubierto. g) El hoyo de tono No. 6 se encuentra descubierto.

5 Discusion y Conclusiones

En este proyecto de grado, el cual se basé en la sintesis de sonido digital, se dio una breve explicacion de los
diferentes métodos de sintesis de sonido, tanto los basados en sonido como los basados en el modelo fisico.
Se realizé una descripcidn fisica y matematica de los instrumentos de viento mas simples. Una vez el modelo
fisico del instrumento de viento fue obtenido se profundizé en las ecuaciones diferenciales parciales, y se
estudio la solucién de problemas de Sturm-Liouville sobre una ecuacién diferencial parcial de una dimension.

Ya con los conocimientos adquiridos en los puntos mencionados anteriormente se investigd el método de la
transformacién del Funcional, un algoritmo de sintesis de sonido digital basado en el modelo fisico de un
instrumento musical. Y se aplicd este método con vistas de realizar la sintesis de sonido de una flauta simple.
Como resultado se obtuvo la respuesta impulso de la flauta simple en 7 distintas configuraciones. Asi que se
Implementdé un modelo discreto basado en la transformacién del funcional de un instrumento de viento,
mediante el modelado fisico del mismo.

Para un futuro trabajo, la sintesis de sonido de la flauta simple se puede realizar teniendo en cuenta la funcién
de excitacidon de frontera que introduce el instrumentista, esta corresponde a un chorro de aire la cual al ser
una funcién no lineal y en continua investigacion en la actualidad no presupone una aplicacidn directa del
algoritmo explicado en este proyecto, sin embargo, en [1] existe una profundizacion en la aplicacion de la
Transformacion del Funcional a instrumentos cuyas funciones de excitacién no son lineales.
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El algoritmo desarrollado también podria ser mejorado incluyendo unas condiciones de frontera no
homogéneas, es decir, tener en cuenta la impedancia generada por un hoyo de tono abierto, la cual depende
de la frecuencia, y se describio en 2.9.

Respecto a los resultados obtenidos, se puede observar que entre mayor es la longitud acustica de la flauta
(figura 6.2a) la respuesta impulso es decae mas lentamente en comparacién con una longitud acustica mayor
(figura 6.2g). Esto se debe a que la nota generada al tener el hoyo No. 6 descubierto es de una frecuencia
mayor a la nota generada con los 6 hoyos cubiertos.

Para realizar una comparacién y un andlisis de los resultados se podria realizar con una respuesta impulso
medida sobre un instrumento real de medidas geométricas similares. Sin embargo, los Unicos datos
comparables presentes corresponden a la respuesta impulso de varios instrumentos de cobre, como la
trompeta, estos se encuentran en [10] y [11]. Los instrumentos de cobre resultan mds complejos, pues
involucran funciones de Bessel, y debido a sus geometrias basadas en ‘cuernos’, las respuestas impulsos
resultan diferentes a las obtenidas en este proyecto de grado.
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8 Apéndices

APENDICE A - CODIGO MATLAB

function [ 1 ] = longitudEfectiva( hoyo )

% hoyo indica el hoyo de tono que estd descubierto en la flauta, 0 es todos los hoyos cubiertos
d1l=17.5;

1 h=2.5;

d h =10.2;

1 t = 394;

d 0 =17.5;

1l e=2.5;

d e = 09.5;

11 = 329;

1 2 = 296;

1 3 = 263;

1 4 = 230;

15 =197;

1 6 = 164;

delta 1 e = (1 _etd e)*(d_0/d _e)"2-0.45*d 0;
delta 1 t = 0.31*d 1;

delta 1 h = (1_h+d h)*(d_1/d _h)"2-0.45*d 1;
if hoyo ==

1 =delta 1 e + 1 t + delta 1 t;
elseif hoyo ==
1l =delta 1 e + 1 1 + delta 1 h;

elseif hoyo == 2
1 =delta 1 e + 1 2 + delta 1 h;
elseif hoyo == 3

1 =delta 1 e + 1 3 + delta 1 h;
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elseif hoyo ==

1 = delta 1 e + 1 4 + delta 1 h;
elseif hoyo ==

1 = delta 1l e + 1 5 + delta 1 h;
else

1 = delta 1 e + 1 6 + delta 1 h;
end
end

function [P] = impulseResponseFlute( hoyo )

o

Fs = 44100;

T = 1/Fs;

_ 59;

c = 346000;

round (longitudEfectiva (hoyo));
x a = (0:0.2:34.6-0.2);

P _xz = zeros (U_t,length(x_a));
p = zeros(U_t,1);

f zeros(U_t,1);

y = zeros(U_t,1);

syms z

=
Il

for u=1:U_t
n = (-u*pi/l);

p(u) = subs(iztrans( (

% Se obtiene la respuesta impulso de una flauta con determinada configuracién de dedos.

—1*c* (exp (u*pi*c*T/1)-exp (-u*pi*c*T/1)) *z/ (u*2*pi)

(exp (u*pi*c*T/1) +exp (-u*pi*c*T/1))*z + 1) )) '

end
for x=1:length(x_a)
for u=1:U_t

f(u) = (1/2)*sin(u*pi*x/1);
end
y = p.*f;
P xz(:,x) = Vi

end

P=sum(real ((P_xz)));

x_ a = x_a/c;

plot(x a*1000,P,'c")

xlabel ('Tiempo (ms) ') ;

ylabel ('Amplitud(unidad arbitraria)');

end

)

/

(z"2
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1. Resumen Ejecutivo

e  TiTULO DEL PROYECTO:

Sintesis de Sonido Digital de un Instrumento de Viento Usando el Método de la Transformacion del Funcional.
e  ESTUDIANTE QUE DESARROLLA EL PROYECTO:

Marco Antonio Martinez Ramirez.
e  ASESOR DEL PROYECTO DE GRADO:

Alfredo Restrepo Palacios.

Objetivos del Proyecto de Grado
OBJETIVO GENERAL.
Implementar un modelo discreto basado en la transformacidn del funcional de un instrumento de viento, mediante
el modelado fisico del mismo.

OBIJETIVOS ESPECIFICOS.

Realizar una investigacion acerca de los distintos métodos de sintesis de sonido digital basados tanto en el modelado fisico,
como en el sonido.

Descripcion: Antes de encarar el objetivo general del proyecto de grado es necesario revisar el estado del arte acerca de la
sintesis de sonido digital, y decidir cudl es el mejor camino para seguir dadas las necesidades presentes en el contexto
actual.

Porcentaje alcanzado: 100%

Descripcion fisica y matematica de los instrumentos de viento, los resonadores acusticos y la flauta simple.

Descripcion: El modelado fisico de un instrumento musical y su respectiva sintesis de sonido requiere una descripcion fisica
y matematica del instrumento. En este caso, es necesario derivar el comportamiento fisico de los instrumentos de viento,
los cuales entran en la familia de los resonadores acusticos, y estudiar sus distintas caracteristicas, como la sefial de entrada
del instrumento. Uno de los modelos mas simple de un instrumento de viento es llamado la flauta simple.

Porcentaje alcanzado: 100%

Realizar una introduccion a las ecuaciones diferenciales parciales, basandose en la ecuacion de onda en una dimensidn,
estudiando diferentes métodos de separacidn de variables, problemas de Sturm-Liouville y expansiones de autofunciones.
Esto aplicado a un instrumento de viento.

Descripcion: Dado que los modelos fisicos de los instrumentos musicales estan basados en ecuaciones diferenciales
parciales, un estudio acerca de estas se hace necesario para poder abordar la solucién de las mismas mediante la
Transformacién del Funcional.

Porcentaje alcanzado: 100%

Realizar una investigacidn acerca del método de la Transformacién del Funcional.

Descripcidon: El método de la Transformacion del Funcional es un nuevo método de modelado fisico para la sintesis de
sonido de instrumentos musicales. Para su debida utilizacidn es necesaria una profunda investigacién sobre el método.
Porcentaje alcanzado: 100%

Aplicacion de los puntos anteriores para desarrollar la sintesis del modelo fisico del instrumento de viento.
Porcentaje alcanzado: 100%
Resultados Esperados
e Completa descripcion fisica de un instrumento de viento.
e  Correcta realizacion de la Transformacion del Funcional al modelo fisico basado en PDEs de un instrumento de
viento.
® Correcta sintesis de sonido de un instrumento de viento mediante la Transformacién del Funcional.
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*RESUMEN DEL TRABAJO DE GRADO:

La sintesis de sonido consiste en crear sonidos a partir de un medio no acustico, ya sea de forma
analoga o digital. Existen varios métodos de sintesis, entre los basados en sonido encontramos la
sintesis por tabla de ondas, la sintesis por modulacién frecuencial (FM), la sintesis mediante el
modulado espectral (aditiva y sustractiva), la sintesis granular. Y entre los basados en modelos
fisicos encontramos el método de diferencias finitas (Finite difference method), el método de
Guias de Ondas Digitales, la sintesis Modal, y el método de la Transformacién del Funcional.

El modelado fisico, a diferencia de otros métodos no intenta emular el sonido final del
instrumento, sino que emula el instrumento en si, lo cual garantiza un resultado mas parecido al
instrumento real. Sin embargo el problema con el que se encontrd este método es que requiere una
capacidad de procesamiento muy grande, la cual en las décadas pasadas no se encontraba
disponible. Actualmente la capacidad de procesamiento de los computadores permite la
implementacién de este tipo de sintesis en tiempo real, y esta siendo utilizada en varios
programas de sintesis para computadoras.

La eleccidén del modelado fisico se basa fundamentalmente por el realismo que se puede obtener al
realizar este método, y mas que todo, porque la sintesis obtenida hasta el momento en
instrumentos de viento (flautas, saxofén, etc.) no es muy similar al sonido real y cualquier
oyente puede darse cuenta que se trata de una sintesis por computadora. Otro aspecto importante
que cabe destacar, es que mediante este tipo de sintesis se pueden modificar paradmetros fisicos
del instrumento, dandonos la oportunidad de crear instrumentos imposibles fisicamente (una flauta
de longitud infinita, un tambor de dimensiones enormes) .

Las técnicas de modelado fisico se pueden agrupar en dos categorias: técnicas de dominio temporal
y técnicas de descomposicién modal. Las técnicas de dominio temporal abarcan los métodos de
Digital Waveguide, Finite Difference Time Domain. Las técnicas de descomposicidén modal ofrecen
los métodos de Sintesis Modal, y Functional Transformation Method.

Este ultimo, el método de la Transformacién del Funcional, es el método mediante el cual se
realizara la sintesis de sonido digital de un instrumento de viento, método que no ha sido
trabajado antes en la Universidad de los Andes ni en Colombia, sino que su investigacién durante
la Ultima década se ha realizado en paises como Alemania, Francia y Finlandia.

OBJETIVOS DEL TRABAJO DE GRADO: ’

Implementar un modelo discreto basado en la transformacién del funcional de un instrumento de
viento, mediante el modelado fisico del mismo.

Realizar una investigacién acerca de los distintos métodos de sintesis de sonido digital basados
tanto en el modelado fisico, como en el sonido.

Descripcién fisica y matematica de los instrumentos de viento, los resonadores acusticos y la
flauta simple.

Realizar una introduccién a las ecuaciones diferenciales parciales, basandose en la ecuacién de
onda en una dimensién, estudiando diferentes métodos de separacién de variables, problemas de
Sturm-Liouville y expansiones de auto funciones. Esto aplicado a un instrumento de viento.
Realizar una investigacién acerca del método de la Transformacién del Funcional.

METODOLOGiA DEL TRABAJO DE GRADO:
Este proyecto de grado se basa en el procesamiento de sefiales y en el modelado fisico de
instrumentos musicales con objetivo la sintesis de sonido del mismo. El Proyecto consta de
diferentes partes, en la parte I se da una breve descripcién de los métodos de sintesis basados
en sonido, incluyendo la sintesis por tabla de ondas, sintesis granular, sintesis aditiva,
sustractiva, y sintesis FM.

En la parte II, se realiza la descripcién fisica y matematica de los instrumentos musicales, en
particular los instrumentos de viento, los resonadores acusticos y la flauta simple. Esto de la
forma de ecuaciones diferenciales parciales con sus correspondientes condiciones iniciales y de
frontera. Posteriormente, en la parte III, ya con la descripcién fisica de los instrumentos, se
da una introduccién a las ecuaciones diferenciales parciales, baséndose en la ecuacién de onda en
una dimensién, estudiando diferentes métodos de separacién de variables, problemas de Sturm-
Liouville y expansiones de auto funciones. Esto aplicado a un instrumento de viento.

La parte IV consta de un resumen de cémo realizar la discretizacién de los modelos fisicos de los
instrumentos musicales a través de las distintas técnicas de sintesis de sonido basadas en el
modelado fisico.La explicacién del método de la Transformacién del Funcional se lleva a cabo en
la parte V, el cual es la directa aplicacién de transformaciones de funcionales en tiempo y
espacio con el fin de resolver los problemas de condiciones iniciales y de frontera en las
ecuaciones diferenciales parciales derivadas en la parte II y III.

http://biblioteca.uniandes.edu.co/Documentos/Formatos/SB09.html 30/01/2012
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CONCLUSIONES DEL TRABAJO DE GRADO:

En este proyecto de grado, el cual se basoé en la sintesis de sonido digital, se dio una breve
explicacién de los diferentes métodos de sintesis de sonido, tanto los basados en sonido como los
basados en el modelo fisico. Se realizé una descripcién fisica y matematica de los instrumentos
de viento mads simples. Una vez el modelo fisico del instrumento de viento fue obtenido se
profundizé en las ecuaciones diferenciales parciales, y se estudié la solucién de problemas de
Sturm-Licuville sobre una ecuacién diferencial parcial de una dimensién.

Ya con los conocimientos adquiridos en los puntos mencionados anteriormente se investigé el
método de la transformacién del Funcional, un algoritmo de sintesis de sonido digital basado en
el modelo fisico de un instrumento musical. Y se aplicé este método con vistas de realizar la
sintesis de sonido de una flauta simple. Como resultado se obtuvo la respuesta impulso de 1la
flauta simple en 7 distintas configuraciones. Asi que se Implementd un modelo discreto basado en
la transformacién del funcional de un instrumento de viento, mediante el modelado fisico del
mismo.

Para un futuro trabajo, la sintesis de sonido de la flauta simple se puede realizar teniendo en
cuenta la funcidén de excitacién de frontera que introduce el instrumentista, esta corresponde a
un chorro de aire la cual al ser una funcién no lineal y en continua investigacién en la
actualidad no presupone una aplicacién directa del algoritmo explicado en este proyecto, sin
embargo, en [1] existe una profundizacién en la aplicacién de la Transformacion del Funcional a
instrumentos cuyas funciones de excitacién no son lineales.

El algoritmo desarrollado también podria ser mejorado incluyendo unas condiciones de frontera no
homogéneas, es decir, tener en cuenta la impedancia generada por un hoyo de tono abierto, la cual
depende de la frecuencia, y se describié en 2.9.

Respecto a los resultados obtenidos, se puede observar que entre mayor es la longitud acustica de
la flauta (figura 6.2a) la respuesta impulso es decae mis lentamente en comparacién con una
longitud actstica mayor (figura 6.2g). Esto se debe a que la nota generada al tener el hoyo No. 6
descubierto es de una frecuencia mayor a la nota generada con los 6 hoyos cubiertos.

*PALABRAS CLAVES (TEMAS) DEL TRABAJO DE GRADO:

Procesamiento de sefiales, Sintesis de sonido digital, Sintesis de sonido basada en el modelado
fisico, Transformacidén del Funcional, Transformada de Laplace, Transformada de Sturm-Liuoville,
Transformacién al impulso invariante, Descripcién Fisica de instrumentos de viento, Funcién de
transferencia multi-dimensional
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todas sus formas, los derechos patrimoniales de reproduccién, comunicacién publica, transformacion y distribucién
(alquiler, préstamo publico e importacién) que me corresponden como creador de la obra objeto del presente
documento. PARAGRAFO: La presente autorizacion se hace extensiva no sélo a las facultades y derechos de uso
sobre la obra en formato o soporte material, sino también para formato virtual, electrénico, digital, 6ptico, usos en
red, internet, extranet, intranet, etc., y en general para cualquier formato conocido o por conocer.

EL AUTOR - ESTUDIANTES, manifiesta que la obra objeto de la presente autorizacidon es original y la realizé sin
violar o usurpar derechos de autor de terceros, por lo tanto la obra es de su exclusiva autoria y tiene la titularidad
sobre la misma. PARAGRAFO: En caso de presentarse cualquier reclamacién o accién por parte de un tercero en
cuanto a los derechos de autor sobre la obra en cuestidn, EL ESTUDIANTE - AUTOR, asumird toda la
responsabilidad, y saldra en defensa de los derechos aqui autorizados; para todos los efectos la Universidad actda
como un tercero de buena fe.

Para constancia se firma el presente documento en dos (02) ejemplares del mismo valor y tenor, en Bogota D.C.,

a los Treinta 30 dias del mes de Enero de Dos Mil ‘doce 12012

EL AUTOR - ESTUDIANTE.

/

/
(Firma) /;.@"f{g‘ 4 (h(’/\L

Nombre Marco Antdnio Martinez Ramirez

C.C. N° 1020755551 de Bogota
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